PACO TORRENT GUASP

Ferraments matematics
de la medicina del cor

Florencio Burrel

Professor de I’'Escola de Matematiques de la Marina Alta

Es dificil explicar les matematiques que utilitzen
els investigadors de la medicina. I més dificil encara
fer-ho intel-ligible per a un profa en ambdues cién-
cies. Per aixo, prendrem dos camins: per una banda,
veurem un cas d’investigacio, centrada en les idees
de Torrent Guasp (T-G), que ens presentara com
usar matematiques per simular el funcionament del
cor. |, d’unaaltra banda, presentarem, d’'una mane-
ra senzilla, alguns dels conceptes matematics que
utilitza la investigacié medica.

Un cas

Encara que no sol anomenar-se, també hi ha
molts cientifics russos interessats en les idees de
T-G sobre el cor. Ho demostra la investigaci6 de
Sergey F. Pravdin i d’altres, de la Universitat d’Eka-
teringburg (Russia) i amb la col-laboraci6 dels go-
verns de Belgica i de Suecia, amb el titol Mathe-
matical model of the anatomy and fibre orientation

field of the lefi ventricle of the heart (2013).

Aquests matematics, basant-se en els treballs de
Pettigrew, Streeter, Hant i d’altres autors han cer-
cat un model matematic del sistema fisiologic del
cor que permet els investigadors estudiar els meca-
nismes de ["activitat electrica i mecanica del ventri-
cle esquerre LV (Lefi Ventricule) d’un cor normal.
Es a dir, trobar formules analitiques explicites que
permeten obtenir una expressi0 matematica que
represente el LV i la direccio de la seua banda de
fibres, per posteriorment comparar-les amb les ob-
tingudes experimentalment.

Partint dels treballs de Torrent Guasp, consi-
deren que el LV és com un conjunt de superficies
espirals idéntiques, cada una de les quals pot pro-
duir-se des de I'altra per rotacio al voltant d’un eix
vertical. Les fibres musculars del LV del cor estan
disposades com enrotllades formant una banda al
voltant d’un con, pero seguint una inclinacié d’uns
60’ respecte alabase d’aquest con. Aquesta imatge
ens ¢s util per a fer un model matematic del LV, el
més aproximat possible i que permeta ser descrit
mitjangant equacions.

Per a aixo, comenca amb un semicercle amb un
conjunt de cordes (vegeu fig.1), tal com el presen-
ta Streeter al seu treball de 1979, anomenat Gross
morfology and fiber geometry of the heart, en que
s'inspira en els treballs de Torrent Guasp, de qui
fou un dels primers valedors a USA. Les cordes son
segments de rectes d’equacio Y =constant.
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Fig.1

Cada fibra dibuixa un helicoide entorn al’eix del
con, la qual cosa aconsella treballar amb coordena-
des polars (p, 8). Un punt P de la circumferencia,
de coordenades cartesianes (x, , Y,), les coordena-
des polars seran:

0 =arcsin(y, /X,) p=X,/sinB

Si enrotllem el semicercle com si fos una pape-
rina de xurros, adopta una forma conica irregular.
Esta matematicament provat que ¢s possible embo-
licar un con amb un sector circular.

Imaginem que retallem el semicercle i 'enrot-
llem al voltant del con (parcialment o completa-
ment), de manera que el vertex del con coincidesca
amb el centre de la semicircumferencia. L’angle del
sector retallat, que ja hem dit que és un semicercle,
'anomenarem w. En el cas de ser w = m, tenim el
semicercle tancant-se completament al voltant del
con. A la nostra simulacié del LV considerarem
w>T, ja que la banda de fibres fa una mica més
d’unavolta al voltant de I'eix.

Com es veu a la figura 2, les cordes s’han con-
vertit en una successio de corbes que posterior-
ment caldra rotar simulant els musculs i cercant
I"orientaci6 necessaria per aconseguir una primera
aproximacio a la forma del LV.

- Solstici d’hivern de 2016 s

%



PACO TORRENT GUASP

Ara cal convertir el con en una superficie més
complexa mitjancant una transformaci6 no-lineal.
Els radis del semicercle no es corbaran com les cor-
des al realitzar ’embolcall, es mantindran rectes re-
sultant ser les generatrius del con, que descriurem
per la propietat 6 = constant. La semicircumferen-
cia es transforma en la circumferencia de la base del
con. [ el centre del cercle corresponent es conver-
teix en I"apex del con.

Analiticament, es parteix de les equacions del
con en coordenades cilindriques (vegeu apendix),
per posteriorment transformar-les en una sola
equacio en forma explicita.

El primer problema amb qué¢ hom es troba és
que, encara que les cordes del semicercle es con-
vertesquen en corbes sobre el con, per tal que si-
mulen les miofibres de la banda, han de tenir una
inclinacié adequada (uns 60°). Per aconseguir-ho,
s’aplica aquest gir aI’equacio obtinguda substituint
X per Y/sin 6.

Fig. 3

Pero necessitem superficies espirals: a les pri-
meres equacions del con es considerava z = kp, on
k ¢s una constant i per tant z no depén de I'angle
8. Si convertim la constant k en una funcio de 6,
aleshores es generara una superficie espiral amb
la mateixa orientaci6 que les fibres miocardiques.
Vegeu el resultat a la figura 3; a aquesta figura nova
I’anomenarem superficie pseudoconica.

Pero no hem de conformar-nos amb aquesta re-
presentacio, ja que es tracta d’una superficie coni-
ca, sense gruix. Cal suposar el LV format per una
successio de superficies limitades per 'endocardi
i ’epicardi d’un gruix total determinat h, que osci-
lara entre O i un valor que depén de la grandaria del
cor. Donant valors al parametre h van obtenint-se
les capes que formen la banda miocardica.

A més, la terminaci6 a I'apex no ha de ser en
punta, sin6 mostrar una superficie arrodonida, fig.
3. Aixo es pot aconseguir corbant les generatrius al
seu tram final (a 'apendix veurem que hi ha altres
maneres de fer-ho).

A la figura 4 es mostra una simulacié de la zona
desenvolupada de I"apex.
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Fig. 4

Recursivitati equacions en diferencies

La recursivitat ¢és un concepte fonamental en
moltes de les aplicacions noves de les matemati-
ques, i especialment en les que tenen relacié amb
la medicina i la biologia. Podem trobar-la en la
programaci6 d’ordinadors, robotica i intel-ligencia
artificial, teoria del caos, fractals..., aixi com en
equacions diferencials i en diferencies. Justament
aquests camps d’aplicacié de les matematiques es
troben entre els més utilitzats per la investigacio
medica actual. El concepte de recursivitat consis-
teix en processos que es contenen a ells mateixos,
basats en la seua propia definici6. En publicitat ha
estat molt utilitzada una imatge com la de la fig. 5,
que ens dona una idea del concepte.
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Fig. 5

El Grupo Cero de Valencia ho defineix aixi: do-
nat un problema P que tracta una informaci6 d’un
cert tipus i d’una certa grandaria, I’analisi recursiva
cercareduir el problema P expressant el tractament
de la informaci6 en els mateixos termes aplicats a
una informaci6 d’igual tipus pero de menor gran-
daria.
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Es una eina molt poderosa en els llenguatges de
programacio, ja que ¢s molt senzill reproduir un
missatge sempre amb les mateixes condicions, lle-
vat d’alguna variacio.

Nosaltres utilitzarem el concepte per simbolit-
zar el terme general d’algunes successions a par-
tir d’altres termes. Per exemple, la successio dels
nombres imparells 1, 3, 5, 7... queda definida per
la condici6 que qualsevol terme s’obté sumant 2 a
I"anterior, afegint la condici6 que la successio co-
menca per 1.

Simbolicament s’escriu:

a=a _ +2,amba =1.

Amb a_representem el terme que ocupa el lloc
n en la successio. Aquests tipus de successions son
conegudes com progressions aritmetiques, el seu
terme general sol presentar-se en una expressio de-
penent de n que en el nostre cas no ens ocupa.

Es precisament la diferéncia entre dos termes
consecutius el que ens déna la que anomenem
equaci6 en diferencies:a -a_ =2

Continuant amb la successi6 dels nombres im-
parells, si restem a cada terme I’anterior, les dife-
rencies obtingudes son totes iguals a 2

1, 3, 5, 7, 9.,

2 2 2 2.

anomenades diferencies primeres.

Vegem una altra successiod, la formada a partir
de la suma dels n primers nombres naturals,

a=1 a=1+2=3; a,=1+2+3=6;

a=1+2+3+.+k

També en aquest cas tenim un procés recursiu.

Les diferencies primeres ja no son iguals, pero
si tornem a calcular les diferencies entre elles (dife-
rencies segones), si que ho son:
1, 3, 6, 10, 15,

2, 3, 4,
1, 1, 1..

5 diferencies primeres

diferencies segones

Com veurem més endavant, la formula que re-
presenta a qualsevol terme de la successio és un po-
linomi de primer grau, si les diferéncies primeres
son iguals, de segon grau, si ho son les diferencies
segones, 1 aixi successivament.

En el cas de la successio d’imparells anterior,
tindrem una equacio del tipus

An+B=a_

Donant valors a n obtenim un sistema d’equaci-
ons que ens dona la formula del terme general de la
successio,

Peran=1,tenim A+B=1

Peran=2,tenim 2A+B=3
restant ambdues equacions, s’obté com a solucio
elsvalors:A=2 i B=-1

La qual cosa ens dona la formula del terme gene-
ral de la successio de nombres imparellsa =2n -1,
com és ben sabut.

En el cas dels nombres triangulars, al ser iguals
les diferéncies segones, el terme general és de se-
gon grau, de la forma:

a =An’+Bn+C

n . .
per la qual cosa, per obtenir els coeficients, seran
necessaries tres equacions que resulten al donar
valorsan

=1 1=A+B+C
N=2 coereiennennes 3=4A+2B+C
=3 6=9A+3B+C

restant la primera equacio a les altres dues tenim

2=3A+B

5=8A+28B

Ara restem la primera multiplicada per 2 ala se-
gona i tenim

1=2A,perlaqual cosaA="%

I substituint a la primera equacio,

2=3.%+B

Perla qual cosaB =%, i, substituint, C = 0, que-
da

a =%n*+%n=(n"+n)/2=n(n+1)/2,

Que ¢és la coneguda formula de la suma dels n
primers nombres naturals.

La formacio d’aquestes successions diem que és
recursiva pel fet que cada terme és obtingut pel ma-
teix procés usat per calcular ’anterior.

Les equacions en diferencies es poden conside-
rar com el primer pas cap a les equacions diferenci-
als; aquests dos conceptes, junt amb la recursivitat,
son fonamentals en la modelitzacio i en la robotica.
Han d’estudiar-se simultaniament atés que estan
relacionats entre si.

APENDIX

Alguns models elementals.

Equacions parameétriques del con: Aquesta és

una superficie de les anomenades de revolucio, que
s’engendra a partir d’'una recta inclinada girant al voltant
de I'eix, que podem fer coincidir amb I'eix OZ de coor-
denades. Considerem el vertex del con a I'origen de
coordenades, aleshores les equacions parametriques
del con son:

X = U Cosv y=usinv Z=Uu

Paraboloide de revolucié: Per obtenir la curvatura

a I'apex, en lloc de corbar les generatrius del con, es
pot aconseguir mitjangant un paraboloide de revolucio,
és a dir una parabola que gira al voltant del seu eix de
simetria. Si es considera I'eix Z com I'eix de simetria, les
equacions son:

2

X = U cosv y=usinv Z=U

Helix conica: Les equacions parametriques de I'hélix
conica, son:

x=tcost y=tsint z=t/tan a

on a és l'angle els costats del qual sén la generatriu i
I’altura del con determinat per I'hélix.
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