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Matematiques que s’usaven per a la
mesura del meridia: Triangulacio

Florencio Burrel

Professor de I'Escola de Matematiques de la Marina

La tasca de mesura d’un arc de meridia a les
primeries del segle XIX era un veritable treball
d’investigacio, ja que hi havia molt poques zones
cartografiades i els ferraments eren imprecisos. El
bagatge matematic de qué disposaven era molt
escas, i el tractament que es donava a les dades
consistia en procediments poc contrastats, copiats
d’altres o inventats pel propi cientific. Justament
molts pocs anys després aparegué el primer trac-
tat de probabilitat i estadistica escrit per Laplace i,
també en aquell temps, Gauss dona a conéixer la
seua teoria d’errors. No hi ha cap dubte que els tre-
balls d’aquests dos grans matematics permeteren
construir un suport teoric a alld que estaven fent els
seus col-legues.

Abordem a continuacié alguns dels aspectes
matematics utilitzats en el procés de mesura de
I’'arc de meridia realitzat per J. B. Biot i i F. Arag6
seguint la part final de la triangulacid que apareix
a la figura.

La triangulacio

La triangulaci6é geodésica és un procediment per
mesurar distancies sobre la superficie terrestre. El
metode usat en I'época que ens ocupa fou introduit
per I'holandés Willebrord Snell el 1617. En essén-
cia, consisteix a fixar la latitud dels extrems de I'arc
a mesurar, tot unint-los al llarg d’aquest mitjancant

J Ve
BUGARAIG) LSES.
FORCA EL VERNET
PERFINYA
L'ESTE]
CALMELLES
EL MONT
GSACALM|
Bl ROCACORBA
puiG RODG, /
MATAGALLS
MONTSERRAT
vaLLviDR MATES
MONTAGUT &%~ . =)
P e NTIIC
S f e LAMORELLA
LLABERIAA .. -
h‘ﬂ’ ,.—’ﬁs.wmn
UESAINA - 5
EN CAMADERZ.
K
; g
MOLA DARES,
4 "
A= e
# ADESERT DE LES PALMES z
s o s
Ew =
! ASESCLOP
EiVSSA N
o i
MoNTeR- In‘
e b |
FORMENTERA |

32
DAUALDEU

una séerie de triangles encadenats on cada dos
triangles adjacents comparteixen un dels seus cos-
tats. Com a vertex d’aquests triangles, o estacions,
s’escullen punts elevats a fi de poder estendre vi-
suals des de cadascun d’ells als vertex proxims.

Un punt qualsevol pot fixar-se des d’un altre co-
negut per la distancia entre ambdos i per I'azimut
(angle que forma amb el pla del meridia del lloc)
de la linia que els uneix. Si el punt que es tracta de
fixar és visible des de I'altre conegut, pot llegir-se
la seua direccié amb molts pocs minuts d’error amb
el sextant. En canvi, per mesurar la distancia direc-
tament amb una gran precisio es tardaven diverses
setmanes i es requeria molt de personal, cosa que
no garantia una precisié acceptable. Per aquesta
causa, un geodesista preferia llegir dotzenes d’an-
gles abans que mesurar directament una sola dis-
tancia.

Aixi doncs, amb el sextant s’obtenen els angles
de cada triangle. A continuaci6é, es mesura acura-
dament sobre el terreny, amb regles, 'anomenada
“base fonamental”, que constitueix el costat d’'un
dels triangles. Coneguda aquesta, des dels seus
extrems Ai B (fig. 1) es prenen les direccions d’al-
tres punts llunyans, com C i D, situats, en alguns ca-
sos, a molts quildometres de distancia, i aixi va cons-
truint-se la xarxa. En principi els triangles d’aquesta
xarxa son esferics (situats sobre I'esfera), amb els
costats formats per cercles maxims (meridians),
pero en la majoria dels casos poden considerar-se
plans sense perdre precisio.

Fig. 1
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En el cas que ens ocupa, no calgué mesurar
una base al poder utilitzar la xarxa de triangles que
havia establert P. Méchain. Alguns dels triangles
que utilitzaren eren molt grans, amb la qual cosa,
per optimitzar la precisio, al no poder situar vertexs
enmig de la mar, suposem que feren els calculs uti-
litzant tant trigonometria plana, com esférica.

Triangulacio plana

Recorde com de meravellat em quedi quan des-
cobri que podia conéixer tots els costats d’un trian-
gle si em donaven un costat i els angles adjacents
(vaja paraula, que es refereix als angles que estan
als dos vertexs que comparteixen aquest costat). |
no diguem quan, utilitzant el mateix concepte, po-
dia mesurar 'amplada d’un riu sense passar a l'altre
costat.

Aixd és el que porten fent els astronoms des
de, diguem, temps remots: aplicar la geometria a
la mesura de distancies referides a llocs als quals
no poden accedir. Ara ens semblen molt elementals
les propietats entre els triangles semblants, pero
fou un gran descobriment per a la humanitat el seu
Us en activitats diferents de la construcci6.

Si considerem que la superficie de la Terra és
plana, cosa que es fa quan prenem superficies
petites, el procés és bastant senzill: una vegada
mesurats els angles (en realitat en mesurem dos i
calculem el tercer restant-los de 180°) i un costat,
podem conéixer les longituds dels altres angles de
la manera seguent:

Al primer triangle ABC (fig. 1), coneixem el cos-
tat AB i els tres angles A, B i C. Amb aquestes da-
des és possible dibuixar al nostre quadern un tri-
angle semblant AB’C’, a partir d’'un segment AB’ la
longitud del qual hem triat nosaltres i amb angles
iguals a l'original. Per les propietats de semblanca
de triangles podem conéixer els altres dos costats
per ser proporcionals als seus homolegs.

Per exemple, suposem que el costat AB hagués
mesurat 160 m i que el segment AB’ ’haguéssem
dibuixat al nostre quadern de 10 cm de longitud, al
mesurar els altres dos costats trobem que A'C’ = 14
cmiB'C’ =11 cm.

Al ser els dos triangles semblants, els seus cos-
tats homolegs son proporcionals i compleixen les

condicions: AB  AC  BC
AB AC BC
Quan separem en dues igualtats i substituim les
dades conegudes, tenim:

160 AC 160 BC
0 14 ' 0 11

Deixant AC a la primera igualtat i BC a la sego-
na, tenim els costats que busquem:

AC=224cm i BC=176cm

Com es pot suposar, aquest calculs so6n molt
aproximats, principalment pels errors que es co-

meten al dibuixar el triangle i al mesurar la longitud
dels seus costats.
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Aquests errors es poden corregir utilitzant trigo-
nometria plana mitjancant el teorema del sinus que,
aplicat al triangle ABC, ens dona les igualtats:

BC= AR 1A

sen O

sen B -
AC=AR- 0 i

g O

Com coneixem el costat AB, per obtenir els al-
tres dos costats seran:

AR AC AR

sen B sen O

BC

gen sen A
Que ens permet conéixer les seues longituds
mitjancant calculs sense fer mesuraments.

Triangles esféerics

En la triangulacié que ens ocupa, alguns dels
triangles sén excepcionalment grans amb la qual
cosa es considera de fer els calculs mitjancant tri-
gonometria esfeérica.

En un triangle esféric els costats i els angles es
mesuren en graus, minuts i segons, encara que, Si
es coneix el radi de 'esfera, poden calcular-se els
costats en unitats de longitud.

Una vegada mesurats tots els angles i conegut
un dels costats, es poden calcular els que resten
mitjancant les férmules fonamentals de trigonome-
tria esférica:

cosa=cosbcosc+senbsenccosA (1)

i la que es dedueix d’ella

senA senB sen C

sena senb senc

que correspondria a la férmula del cosinus i a la
dels sinus en trigonometria plana. Encara que a, b, i
¢ son els costats del triangle, es poden calcular els
seus sinus ja que sén arcs mesurables en graus o
en radians.

En astronomia, al manejar grans distancies calia
treballar amb quantitats molt grans que feien els
calculs molt farragosos. Per aquest motiu s’utilitza-
ven logaritmes que converteixen les multiplicacions
en sumes, les divisions en restes i les poténcies en
productes. Mitjangant calculs algebraics complicats
es pot convertir la primera férmula (1) en una al-
tra equivalent que no continga sumes ni restes a fi
de poder aplicar logaritmes (vegeu més endavant
dita formula (2)). No ens detindrem en els métodes
utilitzats per manca d’interés actual gracies a les
calculadores.

D’una manera o d’una altra, s’obtenen les lon-
gituds dels altres dos costats del triangle ABC i, a
partir d’ells es continuen calculant els costats de la
resta de triangles.

Aixi va avancant-se pels senyals, molt a poc a
poc, comprovant tots els resultats de totes les ma-
neres possibles. Per exemple, es pot apreciar al
grafic de la triangulacié de Biot i Aragd, que alguns
dels triangles no son necessaris per calcular totes
les dades i resultats amb els triangles veins. També
es feia una mesura d’'una segona base fonamental,
normalment al final de la triangulacid, per compro-
var la longitud d’un costat, comparant els resultats
del calcul amb els de les mesures.
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Una altra operacié necessaria consistia a cal-
cular la projeccid dels segments sobre I'horitzé del
més baix, ja que, en estar els senyals a diferents
altures, els segments tenen inclinacioé distinta, amb
la qual cosa s’han de reduir a I'altura de I’horitz6.

Inclinacié dels costats respecte del
meridia

La longitud del meridia que ens ocupa sera la
suma de les distancies entre els paral-lels que pas-
sen pels vertexs de la triangulacié presos dos a
dos. Per aix0 necessitarem conéixer en primer lloc
la inclinacié dels costats dels esmentats triangles
respecte al meridia. Suposem que desitgem trobar
la inclinacié respecte del meridia que passa per P
del costat situat entre dos vertexs, P i Q, d’un dels
triangles que hem calculat. A la (fig. 2) es represen-
ta I'esfera celeste prenent com a centre els vertex
Q. La inclinacié que cerquem és I'angle que forma
el costat QP amb el meridia de P, és el mateix que
el que forma I'esmentat meridia amb la projecci6 de

De la mateixa manera s’aplica la formula al trian-
gle ZNS, on hem mesurat ja els seus tres costats,
amb la qual cosa obtindrem el valor de I'angle SZN.
Sumant ambdos angles, el PZS i el SZN, s’obté
’angle entre els dos senyals, el suplementari del
qual és la inclinacio6 del costat PQ respecte al meri-
dia que passa per P.

Calculades les inclinacions dels costats de la se-
rie de triangles respecte del meridia, calcularem les
distancies entre els paral-lels dels senyals aplicant
el seglient metode a cada dos senyals: Considera-
rem que si CD és el meridia que passa pel senyal
C (fig. 3) i AB el que passa per A, ABCD podem
considerar-lo un  rectangle i ADC és un triangle
rectangle. Aleshores, la distancia entre els paral-
lels que passen per C i per A és un catet del triangle
ADC, on 'angle ADC és el d’inclinaci6 ja conegut i
la hipotenusa és la distancia horitzontal entre els
senyals, ambdos coneguts.

I'arc QP sobre I'horitz6 de Q, és a dir, HQP". C B
*
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' Per tant:
CD (Distancia entre paral-lels) = AC (distancia
i entre senyals).cos ACD (angle d’inclinacid)
Fig. 2 Hem suposat que el triangle és pla, la qual cosa

Des de Q es mesura la distancia angular PS
existent entre la posicidé del vertex P a I'esfera ce-
leste i el punt S, corresponent a la posicié del Sol
en una hora obtinguda amb el rellotge de péndol.
En aquest moment es mesura a més l'arc ZS, com-
plementari de I'altura del Sol sobre I’horitzé. | també
des de Q hem mesurat I'arc PZ entre el vértex P i
el zenit Z.

Ara podem calcular I'angle PZS mitjangcant la
formula fonamental preparada per poder aplicar lo-

garitmes.
PLS l‘ﬁ-.:rl{p—]‘E}-:-.:..'n []1—35] 2)
£ =

2 \ sen P sen £5

|PZ + PS+ 75}

és acceptable atesa la diferéncia tan petita que
s’obté respecte a considerar-lo esféric.

Per qué dedicaren tants anys?

Als informes que publicaven de les seues obser-
vacions, els cientifics no donaven noticies de molts
dels calculs matematics que feien amb les dades
ni tampoc de les correccions que aplicaven sobre
ells. Els calculs eren veritablement complexos. Per
comencar, deixem el pla i entrem a I'esfera, amb
una geometria diferent que origina férmules noves
molt més complicades, que encara es compliquen
més en haver de convertir dites férmules per poder
aplicar logaritmes.

A més, atesa la importancia cientifica i politica
de les mesures, era fonamental la cerca de I'exac-
titud maxima. Aix0 portava afegit obtenir el major
nombre possible de dades, de totes les maneres
possibles en aquell moment, i tractar-les de manera

sentp p= . que s’eliminaren els errors tant com féra possible
= aixi com donar informacié quantificada del grau
d’exactitud aconseguit.
34

DAUALDEU - sotstici d’hivern de 2015 © o

®”



