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Incomprensié popular del significat de
probabilitat

Suposem que els darrers 5 premis de la Grossa
de Cap d’Any acaben en 9. Aleshores, si com-
prem participacions acabades del 0 al 8 augmen-
tarem la probabilitat que, almenys, ens tornem els
diners. Cert? FALS! La probabilitat que el proper
premi acabe en un digit qualsevol, 0 a 9, és sem-
pre del 10 %.

Suposem que la probabilitat de pluja a Gandia
és d’un 55 %. Hi ploura? Potser.
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Grossa de Cap d'Any. (Font: Vilaweb) / Previsio del temps. (Font:
cel-lular propi)

Dues definicions de probabilitat

La probabilitat (freqUientista) d’un esdeveniment
aleatori A és la possibilitat d’ocurrencia de I'es-
deveniment, P(A) = fA/N, la freqliencia fA d’A (les
vegades que s’observa) dividida per N (les vega-
des que pot océrrer).

Exemples: 1) La probabilitat d’obtenir cara llan-
¢ant una moneda és del 50 %. Obtindrem apro-
ximadament la meitat de cares si fem moltissims
llangaments. 2) La probabilitat de traure un 5 si
llancem un dau és 1/6. De 6 milions de llanga-
ments, eixira vora un mili6 de vegades. Tanma-
teix, cada vegada que llancem la moneda o el
dau, totes les opcions tenen la mateixa probabi-
litat, 1/2 o 1/6 respectivament.

| com hem de calcular probabilitats si disposem
d’informacié parcial? Fem servir la probabilitat
condicionada, P(A|B): la probabilitat de I'esde-
veniment A, si sabem que I'esdeveniment B ha
ocorregut.

Exemples: 1) Quina probabilitat hi ha que tin-
guem un virus, si el test dona positiu? 2) Només
un de tres camins (, Il i 1) esta transitable. Triem
I'l i aleshores ens diuen que el cami Il esta tallat.
Convé canviar de tria al lll o mantenir-nos-hi?

Veurem que el fet de tenir informacié addicio-
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nal (un test positiu o el cami Il tallat) modifica la
probabilitat de tenir el virus o d’haver triat el cami
correcte.

La ciéncia progressa per induccié (baye-
siana), no per deduccié

L’objectiu de la ciencia és desentranyar els se-
crets de la naturalesa a forga d’identificar i com-
prendre les estructures o els fets observables.
Anomenem comprensio al resultat de desenvolu-
par models tedrics que expliquen les observaci-
ons i que siguen capacos de fer prediccions que
puguem posar a prova.

La logica deductiva es basa en coneixements
axiomatics (quan la informacié disponible és
completa) que condueixen a consequiéncies que
son certes o falses, sense opcions intermedies:
la probabilitat que una afirmacié siga certa és de
Oof1.

Per exemple, si sempre apareix un exemplar
nou de DAUALDEU al marg, de la premissa «Es-
tem en el mes de marg» només podem conclou-
re que aviat llegirem un nou nimero de DAUAL-
DEU.
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Inducci6 i deduccio. (Font: https://www.researchgate.net/figure/
Processos-de-deduccio-i-dinduccio_figd3_372027576, sota llicencia
CC)

| com comparem les prediccions d’una teoria
amb les dades experimentals, si aquestes tenen
precisié limitada i son incompletes? No podem fer
servir raonaments deductius per tal de veure si la
teoria I'encerta. Les probabilitats condicionades
ens ajuden a interpretar les dades disponibles en
cada moment, en un procés de logica inductiva.
En ciénciai en la vida real mai sabem res amb cer-
tesa absoluta, i les probabilitats estan entre 0i 1.

Férmula de Bayes per a analitzar noves
evidéncies

La formula o teorema de Bayes relaciona proba-
bilitats condicionades:



a posterior

en que P(H) és la probabilitat (coneguda o su-
posada) de la hipotesi H, P(E) és la probabilitat
d’una nova evidencia E, P(H|E) és la probabilitat
condicionada que la hipotesi siga certa si sabem
gue 'evidéncia és certa, i analogament P(E|H).

Per exemple, la nova evidéncia pot ser que un
test haja resultat positiu, i aleshores la hipotesi
que volem estimar és si estem realment infectats.

La figura seglient mostra graficament com
s’obtenen les probabilitats esmentades (en tro-
bareu més detalls en la Viquipedia).
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Probabilitats com a quocient d'arees, explicacié visual. (Font: By

Cmglee - Own work, CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/
index.php?curid=143581610)

Algunes aplicacions del teorema

Suposem que una persona diu la veritat 2 de
cada 3 vegades. Si ara llanga un dau i diu que
ha tret un 4, quina és la probabilitat que el nom-
bre obtingut siga efectivament el 4? Segons la
formula de Bayes, aguesta probabilitat és 2/7 (i
no 2/3, com podriem pensar). Per tant, el conei-
xement que la persona afirma que ha tret un 4
modifica la probabilitat que estiga dient la veritat.

El problema esmentat abans, de triar I'Gnic cami
transitable entre tres opcions, s’anomena proble-
ma de Monty Hall i podeu trobar-ne la solucié en
Internet: si canviem de tria de cami, tenim el do-
ble de possibilitats d’encertar.

La previsid del temps, aixi com el tractament
de fendmens atmosferics complexos, fan servir
tecniques que barregen meétodes freqUientistes i
bayesians de probabilitat.

La formula de Bayes es fa servir per a calcular
la probabilitat que el correu electronic identifique
correctament I'spam (correu brossa) si el missat-
ge conté determinades paraules.

Aplicacié als tests meédics i falsos positius
Vicent Soler aplica el teorema de Bayes als tests
de la COVID.

Test de COVID. (Font: Pixabay, amb llicéncia)

Aci analitzarem un exemple simplificat. Supo-
sem que un test identifica correctament el 99
% de les persones que tenen un virus. El test
identificara incorrectament com a infectats I'1
% de les persones que no tenen el virus (falsos
positius). Suposem també que una persona
de cada mil esta infectada. La qualitat del test
(99 %) i el percentatge d’infectats (0,1 %) son
dades certes. La probabilitat d’estar infectats
canviara si ens fem el test una vegada, o dues.

Probabilitat d'infeccié i precisié del test

Amb les dades anteriors, segons la férmula
de Bayes, la probabilitat que estiguem infec-
tats (si el test dona positiu) és només del 9 %,
no del 99 %!

Per a entendre millor aquesta conclusié tan
sorprenent, imaginem que apliquem el test
a 1000 persones. Només una persona tindra
el virus, i el test I'identificara com a infectada.
Tanmateix, de les altres 999 persones, I'1 %
seran falsos positius: unes 10 persones seran
falsament identificades com a infectades. Aixi,
com gue som una de les 11 persones que hem
donat positiu i només una de nosaltres esta
infectada, la probabilitat que efectivament ho
estiguem és 1/11 =9 %.

La férmula de Bayes s’ha d’emprar cada ve-
gada que disposem de dades noves. Si repe-
tim el calcul anterior suposant que en un segon
test hem tornat a donar positiu, ara la probabi-
litat a priori d’estar infectats és del 9 % (no 0,1
% com abans). Conclourem que la probabilitat
d’estar efectivament infectats després de dos
tests positius és del 91 %. La probabilitat ha
augmentat bastant, pero esta lluny del grau de
fiabilitat del test, 99 %.

Les evidéncies milloren el grau de co-

neixement
Com acabem de veure, quantifiquen la cre-
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dibilitat que assignem a determinades hipotesis
amb probabilitats, i actualitzem el grau de credi-
bilitat quan disposem d’informacioé nova. Sovint
es fa 'analogia amb un home que ix d’'una cova
on ha viscut sempre i, quan veu eixir el sol, es
pregunta si €s un fet extraordinari o regular. A
mesura que passen els dies i el fet es repeteix,
augmenta la seua confianga que aixi funciona el
mon. Analogament, amb cada nova evidéncia la
formula de Bayes actualitza la probabilitat que la
hipotesi siga certa.

Creences i arguments

El teorema de Bayes dona resultats clars en
dues situacions extremes: tant si estem total-
ment convencguts d’alguna cosa o de la contraria.
Si la probabilitat a priori que una cosa siga certa
és del 100 % o 0 %, cosa freglient en els debats
0 en xarxes socials, la férmula de Bayes indica
que cap evidencia o argument ens fara canviar
d’opinio. No perdem el temps, doncs, tractant
de convencer els convenguts: és com parlar a un
mur.

Parlar a un mur. (Font: https://www.dreamstime.com/royalty-free-
stock-photos-talking-to-brick-wall-image20693678)

Un bayesia mai dona credibilitat zero a cap hi-
potesi, per improbable que semble, ni tampoc el
100 %, perque sempre pot haver-hi noves evi-
déncies que modifiquen les nostres certeses.

Inferéncia bayesiana i progrés cientific

El metode d’analisi bayesia s’ha desenvolupat
en els darrers cinquanta anys, perd encara no
ha impregnat la comunitat cientifica. Es fa ser-
vir per a acotar les conclusions que s’extrauen
dels experiments i esbrinar fins a quin punt estan
d’acord amb les prediccions teoriques. S’assig-
nen probabilitats, a priori, a afirmacions sobre
determinats esdeveniments, com ara que s’ha
descobert el bos6 de Higgs, o sobre parametres
cosmologics que es volen ajustar i, a la vista de
les noves evidencies, s’actualitzen els nivells de
credibilitat en les hipotesis.

El métode bayesia és consistent amb I'anome-
nada navalla d’Occam, un principi general que
diu que les explicacions senzilles sén sempre
preferibles, perqué penalitza els models més
complicats, i Unicament els assigna probabilitats
elevades quan la complexitat de les dades ho
justifica.

Sobre la formacié dels ciutadans

Sovint sentim que personatges publics i per-
sones corrents es declaren incapagos d’enten-
dre res que sone a numeros i formules. Per tal
de combatre aquesta situacid, els alumnes han
d’eixir del batxillerat amb nocions basiques so-
bre probabilitat, incloent-hi el teorema de Bayes,
i aplicacions practiques significatives. D’aquesta
manera estaran millor equipats per a fer front a la
desinformacié a que estaran exposats en la vida.

1 Demostracié: en la férmula de Bayes, P(E) = P(E[H)*P(H) + P(E|-
H)*P(-H), en qué -H indica hipotesi falsa. Fem H: diu la veritat, E:
trau un 4. Aleshores, P(H) = 2/3, P(-H) = 1/3, P(E[H) = 1/6, P(E|-H) =
516, P(H|E) = (2/3)*(1/6) / [(2/3)*(1/6)+(1/3)*(5/6)] = 2/7.

2 Vicent Soler https://www.facebook.com/vicent.soler.54/ ‘BAYES’,
27-8-2020.

3 Trampa bayesiana https://www.youtube.com/
watch?v=R13BD8qKeTg

4 H: estem infectats, E: el test dona positiu. En P(H|E), numerador
de la férmula de Bayes: probabilitat de donar positiu si estem infec-
tats per la probabilitat d’estar-ho. Denominador: probabilitat total de
donar positiu, és a dir, test positiu i tenir el virus sumat a test fals po-
sitiu i no tenir el virus. P(H|E) = (0,99*0,001)/(0,99%0,001+0,01*0.999)
=0,09 =9 %.
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