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Els antics grecs tenien un interés especial
en les figures que es podien construir fent ser-
vir un regle i un compas. El regle dels grecs
és només una linia recta, tan llarga com cal-
ga, sense marques de mesura, mentre que el
compas permet construir circumferencies amb
un centre donat i que passen per un altre punt
donat, perdo no es pot fer servir per a traslla-
dar distancies. Suposem que ens donen uns
quants punts. El problema és determinar quins
son tots els punts que es poden construir apli-
cant un nombre finit de vegades les instrucci-
ons segulents:

1.- Si Ai B sén dos punts diferents cons-
truits, podem construir la recta r,; que els con-
té.

2.- Si A'i B s6n dos punts diferents cons-
truits, podem construir la circumferencia C,,
de centre A que passa per B.

3.- Siris son dues rectes diferents cons-
truides, podem construir els punts de la inter-
seccid deris.

4.- Si C i D s6n dues circumferencies dife-
rents construides, podem construir els punts
de la interseccio de C i D.

5.- Si C és una circumferencia construida i
r és una recta construida, podem construir els
punts de la interseccid de Cir.

Quan diem que hem construit una recta o
una circumferencia, no diem que hem constru-
it tots els seus punts, sind que n’hem constru-
its dos en el cas de la recta o el centre i un punt
en el cas de la circumferencia. Els Unics punts
que es poden construir corresponen a I’aplica-
ci6 d’aquestes regles, es a dir, que apareixen
a la intersecci6 de rectes construides, circum-
ferencies construides, o recta i circumferéncia
construides.

Els antics grecs tenien un interés
especial en les figures que es podien
construir fent servir un regle i un
compas. El regle és només una linia
recta, sense marques de mesura,
mentre que el compas permet cons-
truir circumferéncies amb un centre
donat i que passen per un altre punt
donat, pero no es pot fer servir per a
traslladar distancies.

Considerarem el cas més senzill: que tin-
guem dos punts O i X. Podem suposar que O
és I'origen d’un sistema de referéncia cartesia,
amb coordenades (0,0), i que X té coordenades
(1,0) en aquest sistema. A partir d’ara, identifi-
carem cada punt amb les seues coordenades.
El problema natural és determinar com poden
ser les coordenades dels punts que es poden
construir a partir de O i X fent servir les regles
anteriors. Aquests punts es diran construibles.
Direm que el nombre real x és construible si
(x,0) ho és. També podem treballar amb nom-
bres complexos identificant (a,b) amb a+bi,
pero, per simplicitat, només treballarem amb
nombres reals.

Un problema que ja es plantejaven els grecs
és el de la quadratura del cercle: donat un cer-
cle, és possible construir amb regle i compas
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Fig. 1. Mediatriu (Proposicié 1)

Fig. 2. Recta paral-lela (Proposicio 2)
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un quadrat que tinga la mateixa area que el
cercle? En altres paraules, es pot construir
un quadrat de costat {n? Volem provar que
aquest problema no té solucié. De fet, I'ex-
pressié «quadratura del cercle» s’associa a
problemes irresolubles.

En els cursos de dibuix tecnic s’estudien al-
gunes construccions amb regle i compas.

Proposicio 1. La mediatriu i el punt mitja
d’un segment AB sén construibles.

Demostracio. Les circumferencies C,_ i C,
es tallen en D i E (Fig. 1). La rectar__ésla me-
diatriu del segment AB. Aquesta recta talla la
rectar,, en el punt mitja M de AB. Per tant, r
i M son construibles.
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Fig. 3: Suma i diferéncia (Proposicié 5)

Fig. 4: Producte i quocient (Proposicié 4)

Fig. 5: Arrel quadrada (Proposicié 7)
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Proposicio6 2. La recta paral-lela a una recta
construible per un punt construible és cons-
truible.

Quan diem que hem construit
una recta o una circumferéncia,
no diem que hem construit tots
els seus punts, siné que n’hem
construits dos en el cas de la
recta o el centre i un punt en el
cas de la circumferéncia.

Demostracio. Suposem que A és un punt
construible de la recta construible r i que P
és un punt exterior a r (Fig. 2). Considerem
un dels punts de tall E de la circumferéncia
C,- ambr, el més proper a P (si els dos punts
es troben a la mateixa distancia, en comptes
de A fem servir un altre punt construible de r).
Considerem ara el punt de tall D de C,, amb
C., que no és A. La recta r_ és parallela ar
(dEe fet, el quadrilater AEDP és un rombe).

D’ara endavant, per a fer les construccions
més comprensibles, farem servir directament
algunes de les construccions previes, que sa-
bem que es poden fer amb regle i compas.

Proposicio 3. El nombre x és construible si,
i només si, ho és (0,x). En particular, Y=(0,1) és
construible.

Demostracio. Suposem que xz0. Si A=(x,0)
és construible, el punt A’ pertany a la inter-
seccio de ry, i C,,. La mediatriu m de AA’ és
construible i un punt de la interseccid m amb
C,, €s B=(0,x). Reciprocament, si B=(0,x) és
construible, un punt de la interseccié de C_,
amb r, és (x,0).

La demostracié anterior permet construir
la recta perpendicular a una recta construida
que passa per un punt construit.

Proposicio 4. El punt P=(x,y) és construible
si, i només si, ho son x i y.

Demostracio. Suposem que P=(x,y) és
construible. Les rectes paraeles ar_, ir,, que
passen per P tallen r_ ir, en els punts (x,0)
i (0,y), respectivamen?. Reciprocament, supo-
sem A=(x,0) i B=(0,y) construibles. La rectes
paral-lelesar, ir, perAiB, respectivament,
es tallen en P=(x,y).

Veurem ara que els resultats d’algunes ope-
racions aritmetiques amb nombres construi-
bles sén també nombres construibles.

Proposicio 5. La suma i la diferencia de dos
nombres construibles és construible.

Demostracié. Podem suposar que O, A i B
es troben en larectar,, i son construibles (Fig.
3). Considerem un dels punts de tall T de Con
i C,o- Anomenem E el punt de tall de OB i r .
que no és B. Si D és el punt de tall de C_ i
roxyQue no és B i S és el punt de tall de C.,
amb r., que no és S, aleshores OD=0A-OB'i
0S=OR+OB. Concloem que D i S sén cons-
truibles.



Proposicio 6. El producte i el quocient de dos
nombres construibles no nuls sén construibles.

Demostracio. Ho mostrarem per a nombres
positius (Fig. 4). Suposem que A i B sén dos
punts construibles sobre la recta r, . Conside-
rem larectar., on Y=(0,1), i construim la recta
parallela per %\ que tallar, en D. Pel teorema
de Tales, OD= O AO B. Considerem ara el punt
detallHde C_, ambr, i larecta parallela a BY
que passa per "H. Aquesta recta talla r,, en un
punt | que, pel teorema de Tales, satisfa que
OI=0A-OB.

Combinant aquestes proposicions, obtenim
que tots els nombres racionals sén construi-
bles.

Proposicio 7. L’'arrel quadrada d’un nombre
real positiu x construible és construi-ble.

Demostracié. Els punts B=(x,0) i C=(x+1,0)
soén construibles (Fig. 5). El seu punt mitja M és

construible. La circumferencia C,,, talla la recta
parallela a r,, que passa per B"en dos punts
Qi S. Si Q és al semipla superior, Q=(x,/X) pel
teorema de I'altura de triangles rectangles. Aixi,
JX és construible.

Podem considerar el conjunt K de tots els
nombres reals x per als quals hi ha una succes-
sio finita x,=0, x,=1,..., X =x de manera que per
a 3<k<n, X, es pot calcular a partir de x,,
fent servir les operacions de suma, resta muﬁl—
plicacid, divisié i arrel quadrada. Les proposici-
ons anteriors mostren que tots els elements de
K sén construibles i que QcK.

Proposicié 8. Suposem que A= ( a,) i B=(b,,
sén dos punts amb a,, a,, b,, er K.
2I_a rectar,, ila C|rcumferen0|a & admeten

equacions amb coeficients en K.

Els punts de la interseccié de dues circumfe-
rencies diferents amb equacions amb coefici-
ents en K, una recta i una circumferéncia amb
equacions amb coeficients en K o dues rectes
diferents amb equacions amb coeficients en K
tenen coordenades en K.

Fig. 6: Carl Louis Ferdinand von Lindemann (1852-1939)
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Demostracio. La recta r,, té equacio

(b1 _a-])(y_ag)_(bg_ag)(x_a1)=0
i la circumferéncia C, té equacié
(x-a,)’+ (y-a,)*=(b,-a,)*+(b,-a,)*

amb tots els coeficients en K. La resolucié del
sistema format per dues equacions d’aquests
tipus es fa amb operacions de suma, resta,
multiplicacio, divisio i arrel quadrada amb els
coeficients, per tant, les solucions tenen coor-
denades en K.

Un problema que ja es planteja-
ven els grecs és el de la quadra-
tura del cercle: donat un cercle,
€s possible construir amb regle
icompas un quadrat que tinga,
la mateixa area que el cercle?

Com que O i X tenen coordenades en K, tot
punt construible té coordenades en K. Aixi:

Teorema 9. El conjunt dels nombres reals
construibles coincideix amb K.

Els nombres que sén arrels de polinomis amb
coeficients racionals s’anomenen algebrics
(o algebraics). Una propietat coneguda dels
nombres algebrics, que s’estudia en la teoria
d’extensions de cossos, és que un nombre ar-
rel d’un polinomi amb coeficients algebrics és
algebric (vegeu, per exemple ). Per tant, de la
proposicié 8 i el teorema 9, obtenim:

Teorema 10. Tots els hombres construibles
soén algebrics.

De fet, es pot comprovar que tot nombre
construible és arrel d’un polinomi irreductible
amb coeficients racionals i grau una potencia
de 2. Aco és fonamental per a demostrar que,
per exemple, el problema classic de la dupli-
cacio del cub amb regle i compas (és constru-
ible 2,/2?) tampoc no admet solucio.

Tornem a la quadratura del cercle. Linde-
mann va demostrar ’any 1882 el resultat se-
glent:

Teorema 11. El nombre 1t no és algébric.

En conseqguéncia:

Teorema 12. El nombre |/t no és construi-
ble. En particular, la quadratura del cercle no
es pot fer amb regle i compas.

Demostracid. Dir que /it no és construible
equival a dir que 1t no és construible. Pel teo-
rema 10, si 1t fora construible, aleshores 1t se-
ria algebric, en contra del teorema 11.
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